Matematicas Empresariales I 1

PROBLEMAS DE LIMITES Y CONTINUIDAD (METODOS ALGEBRAICOS)

Célculo de limites por métodos algebraicos

1. Resuelve los siguientes limites:
3 2 3 4 3 2
X"+ X —8x—12 . X" =8 3X" =X =X
a) lim b) lim c) Ilm—2
x>2 X 44X + 5% +4x + 4 X2 X—2 x-0 X —4%> +5X

Soluciodn:

3 2 2 _y—
2) lim X X =8x~12 —H:n’m (A2 —x=6) :[9}=(Serepiteel
x>2 X 4% +5x> +4x+4 |0 H—2(x/<(2)(x +2X"+x+2) [0

proceso)= lim (X F2)(x+3) Il'mX2—+3:l.
o2 (W 2) (X3 +1) o2 x 415

Las descomposiciones factoriales se hacen dividiendo sucesivamente por X + 2.

b) lim X' -8 :{O}ﬂl’m (x\\g)%xgzwﬂ):lz.

x=>2 X —2 0

X—2

0

4 32 3,2
o) lim 3x* —x* —x :P}_I,mx@x X’ - x)

0
-0 X% —4x? + 5% S0 x(x —4x+5) 5

0

2. Halla, en funcion de los valores de p, los siguientes limites:

2 3
a) lim——PX_ gy X8
=2 X% —3X+2 X2 X7 —p
Solucidn:
xz—px 4-2p . . e .
a) lim = . En consecuencia, si p # 2 el limite serd infinito: no existe el
x>2 x> —3X+2 0
limite.
2 _—
Pero, si p =2, se tiene: Ilmx—2X 0 =i M—II L z:2.
=2x> —3x+2 0] x> (x 1Nx-2) *2x-1
X’ -8 0 L . ,
b) lim = . En consecuencia, si p # 4 el limite valdra 0.
X—2 X — p 4 — p

3 2 2
Pero, si p =4, se tiene: II'mX 8 =[9}=Iim(x 2)()( +2X+4)— imw=3.

2x2—4 0] =2 (x=2)x+2) 2 x+2

3. Calcula los siguientes limites:

o Vx+1-1 ] 4x X2 =2x—(x-2)
X—=2

) lim— b) lim c¢) lim
Xx—0 X xa0,14+x_*/4_x X—>0

Solucion:
VX+1-1 {9}
X

a) Es una indeterminacion: lim . Puede resolverse transformando la funcion

X—0

inicial, multiplicando los términos de la expresion por el conjugado del numerador. Asi:
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Il'm—\'XH_l=[9}=Iim(\/x+l_IX\/XH_I):Il’m x#l-l L 1
>0 X 0] x>0 x(\/mﬂ) Hox(mﬂ) o0 x+1+1 2

b) Es similar al anterior. Para resolverlo hay que multiplicar por la expresion conjugada del
denominador.

- 4x :P} - ax(Va+x +a—x)

o0 a1 x—Ja—x |0 X—’O(\/4+X—\/4—XX\/4+X+\/4—X)

4X(W+\/H): lim 4x(\/m+\/H): Iim2(ﬁ+ﬂ):2-(2+2):8.
2X

X—0 (4 + X) — (4 —X X—0 X—0

2 — — —
¢) lim X~ 2x 2(X 2) _ [—} = (dividiendo numerador y denominador por X) =
X—o0 X J—
x> —2x ( X — 2)
2 —
— lim X x ) _-1_
X—>0 X—2 1
X
4. Calcula:
2 2 3
a) Iim w b) lim 3)(—42 ¢) lim )2(—2
x=to X© —3X+4 x40 2X — 5X Xt X© + 12X
Solucién:
Mediante la comparacion de grados los tres limites pueden hacerse directamente, resultando:
2 2 3
a) lim XX gy gim X 3 im X2 o
xoto X° —3X 44 x40 2X —5X 5 X=to X7 412X

7. Calcula el valor de los siguientes limites:

VxE=5x+1 VX +2x . 3x?+5x

a) lim ————— b) lim——— ¢) lim————
X—>00 I4X2+3X X—>00 2)(_1 X—>0 X3+5X_3
Solucion:
oAXE=5x+1 [oo| ., [X2=5x+1 - X*=5x+1 11
a) lim————=| — |=lim [ ——— = [lim———— = [ =—.
oo JAx2 4 3x o | xo= | 4X7 43X xow 4X° +3X 4 2
oA +2x [ . X2 +2X ., X2 +2X 1 1
b) lim————=|—|=lim [ —— =lim, [ ———— = |~ =—.
xoo 22X —1 o | o \(2X—-1)7 o= 4XT —4x+1 4 2
3x% +5X 3+5
, oA TR >
c) i 3X_+5X :{E}:Iim X = lim X _F}:oo
oo IxP+5x=3  Lo] 2y xd+5x-3 ** [x*+5x-3 LO
X2 x*

José Maria Martinez Mediano



Matematicas Empresariales I 3

(Los problemas marcados con * no son imprescindibles).

*5. A partir de la definicion del namero e, lim (1 + lj = e, utilizando las propiedades de los

X—>+0 X
limites, demuestra que.
1 px 1 px p X
a) Iim(1+—] =eP b) Il'm(1+—j =e,pz0 ¢) ||’m(1+_j —@P
X—>+00 X X—>+00! pX X—>+00 X

Solucién:
a) Para demostrarlo se transforma la expresion inicial como sigue:
p

. n" . 1Y )
lim{1+—| =|lim|1+— =e
X—>+00 X X—>+00 X

b) Para demostrarlo puede hacerse px =t y observar que si X — +oo = t — o0. Por tanto:

1) 1
Iim(1+—j :Iim(1+—j =e
X—>+0 pX t—+o0 t

c) Para demostrarlo se transforma la expresion inicial como sigue:

X B x P
X —p -
p P
Iim(1+£j Sim| 1| = im| e | =[im| el | | =e?
X—>+0 X X—>+0 1 X—>+00 1 X—>+00 X
p p p
*6. Aplicando los resultados anteriores calcula:
a) lim (1+lj2 b) Iim (1+LJ ¢) lim (1-%
X—>+00 X X—>+0 2X X—>+00 X

Soluciodn:

X 1
X x 2
a) Iim(1+lj2 :{Iim(ul] } e!’?
X—>+00 X X—>+00 X
1 X 1 ZX% 1 2X
b) lim|1+—| = lim|1+— =| lim| 1+— =e'?
X—>+00 2X X—>+00 2X X—>+00 2X

- 4

0 Iim(l—ij _ |im[1+ﬂj | Jim| 14— et

X—>+00 X X—>+00 X
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7. Calcula:

X—>00 X—>+00

2 Y
a) IImlog(X SXJ b) Iimlog(xxizxj ¢) lim 1og(xxz+22j d) 1im ln(e“ZJ

Solucién:

2 2
a) limlog X~ +3X =log Il'm[x +§Xﬂzlog[oo]:oo.

X—>0 X+2 X—>0

2 2
b) limlog X~ +3X =log II'm(X +3xﬂ=log%=log§.

X—2 X+2 X—2

3% 3% Iim 3x
d) lim ln(ew] = ln|: lim (e“z H lne“+°'°[x+2j Ine’ =3.

8. Calcula:

a) limsin 2 b) limcos T ¢) limtan T
X0 X+1 Xl X+1 x-l X+1

Solucién:

a) limsin 2 =sin| lim 2 =sin0=0.
X0 X+1 x—o\ X +1

¢) lim tan(L = tan{lim[Lﬂ = tan =~ [ ] — No existe

x—1 X + x—>I1\ X + 2
9. Calcula:

a) Iim( .X b) Iim(51nx+3j c) Iim( X J d) Il’m[ X j

x—o\ §1Nn X X—>00 X—=2 x-n/4\ tan X x>\ tan X

Solucion:

. X . . .
a) Ilm( ) . } =too (El limite no existe) — Debe observarse que —1 <sin X < 1.

x>\ §in X _sm( )

X+3 .

b) lim (sm hl j =0 — Debe observarse que 2 <sin X + 3 <4,

X—00
C) =

. ( X j n/4 T

lim =—
on/4\ tanx ) tan(n/4) 4
]

. X 0
d) lim = [’? — Debe observarse que lim tan X no existe.
x>\ tan X tan(o) X0
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10. Halla el valor de los siguientes limites:

, _ , . (3*=9
a) [im3'/0=2) b) lim 3+ c) Ilm(?)xT
X—2 X—>+0 X—>00
Soluciodn:

a) lim3"/>2 = [3” 0], que no existe. Puede ser de interés hacer los limites laterales.
X—2
Por la izquierda: lim 3"*°? = l3”0_ J: [3_°c]: 0.
X—2"

Por la derecha: lim 3% = [3”0+J:[ +°°]: 400,

x—2%
X

b) lim 3*/0? = 3&%(EJ =3 =3,

X—>+00

- (3°=9 [ 3 9 (1 9 1
¢) lim — | = lim = | =lim - ——— | =—.
X—>00| 3“ X—>0 3"+ 3“ x—»| 3 3X+ 3

11. Calcula los siguientes limites:

. X X—1 . (2x=3 x*+5x-6 C(x* =1 x*+3
a) lim — 5 b) lim - 5 ¢) lim -—
-2 X=2  (X—=2) -3 Xx-3 X" =9 x>0 X —3 X

Solucidn:
Surgen indeterminaciones del tipo [oo — oo]. Para transformarlas se hace la resta inicial.

TS S, S W N O T el ) IO S0 :[_—l}zoo
-2\ X =2 (X—2)2 X—2 (X_2)2 X—>2 (X—2)2 0 )

2 2
b) lim 2x-3 X +25x 6 oo o] = lim (2x 23)(x+3)_x +25x 6) _
>3 X—-3 X" =9 X" =9 X" =9

_ Iim(xz —22x—3J:[9}:”m (X=3)(X+D _ o x+1_4_2

X—3

X—3

X2 -9 0] 3 (X=3)(Xx+3) *3x+3 6

2 3 2 2 3
0 “,m[x -1 X 4;3}2[00_00]: Iim[(x — 1)K 3—(x J;3XX—3)J:
x>ol X =3 X X% X" —3Xx

3 = x? =3%x+9
= [im =

3
oo XD =3x?
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*12. Calcula los limites:

a) ll’jl;(ﬁX—i—Z&—&j b) lm(\/ﬁ +2X — X’ —3x) c) II'm(«/x2 —5x+4—X)

X—0

Solucion:

Ambos limites dan lugar a la indeterminacion de la forma [oo — oo]. Para resolverla se
multiplica y divide por la expresion conjugada.

) “m( ik \/_j o] = Ilm[\/x+2ﬁ;i}/g\/j;\&+ﬁj
X+ 24/X — X lim 24/x

_ _ | = (dividiendo por v/x ) =
X%m+x/_ 3 \/x+2\/§+x/_ LJ '

2\/_ 2%
= lim =lim Vx _ 2 _
H’°\/x+2 X \/_ o /x+2\/;+ﬂ I+1
NN x  x

b) Iim(Jx2 +2x =X —3X)=[oo—oo]= lim (\/Xz +2x =X’ —3xxx/x2 X+ _3X) =

x>0 x> VX2 42X +4/%7 = 3x

2 2
~ lim X +2X=X"+3x _ — lim SX = (dividiendo por X) = —
x—>oo\/x X+ =X 7 X+ X = X

\/x2—5x+4—xxx/x2—5x+4+x)
c) Iim(\/x2—5x+4—x): w0 —oo| = I|’m( -
x>0 | ] x> VXP =5X+4 +X

2 2
= lim2 SXHAZX lim Sx+4 :{f} = (Ahora puede dividirse por X)
X =5X+4+ X 7YX =5Xx+4+x  L®
(=5x+4) s, 4 .
= I|'m\/27X = Iim Z ==,
X" =5x+4+x 1_5XJ2r 41
X X
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Asintotas de una funcién

. 2XF 44X -
13. Halla las asintotas de la funcion f(x)= 1 Indica la posicion de la curva respecto

de sus asintotas.
Solucién:
La funcidén no esta definida en X = 1. En ese punto hay una asintota vertical, pues:

22X +x [3
Im==———=| = |=w
x>l X —1 0

Cuando X — 17, f(X)—)Oi—>—oo.Ycuandox—>1+, f(x)—>oi+—>+oo.

201
Como el grado del numerador es igual al grado del denominado mas 1,
también tiene una asintota oblicua.
) 2xT+x
m = lim ()=|Im =2; 10
X—>00 X X—>00 X2 —X
] [ 2x* +x . 3X /
n=Ilim(f(x)-2x)= lim| ——-2x |=lim ——=3 /
X—>00 X—>00 X—1 X—o0 X — 0
0
La asintota es la recta y = 2X+ 3.
Si se hace la resta “curva menos la asintota” se tiene:
2X + X 3 -104
f(X)—y="——"—(2x+3)=——
X—1 -1
Cuando X — + oo, esa diferencia tiende a 0" = la curva va por encima de la recta.
Cuando X — — oo, esa diferencia tiende a 0° = la curva va por debajo de la recta.
14. Dada la funcion f(X) = MRS halla con detalle sus asintotas; e indica la posicion
X*—=5x+
de la curva respecto a ellas.

Solucion:

La funcién no esta definida cuando x> —5x+6=0;estoes,siX=20X=3.
Por tanto, Dom(f) = R — {2, 3}.
La funcidn tiene dos asintotas verticales. Las rectas X =2 y X = 3, pues:

2

) 2 2 ) 2
lim———=|—- =0y lim—G——=—|=w
-2 X" —=5X+6 |0 -3 X" -5x+6 |0

. , . ) 2 2
También tiene una asintota horizontal, la recta y = 0, pues lim———= —|=0.
x>w X°—5X+6 | ©

Tiene tres asintotas, las rectas: X =2; x=3;y=0.

Posicion de la curva respecto de las asintotas.

Six 2, f(x)=;—>— 5 +o0.
(x=2)(x=3) 0"

= =

o

Six— 2", f(x)—>Oi_ — oo,

A
]
—
—
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Six—3, f=—2 52 5
(x=2)(x=3) 0
Six— 37, f(x)—>oi+ —> +00.

Tanto hacia —o como hacia +oo la funcidn se acerca al eje OX por arriba, pues la funcion
toma valores positivos cuando X es grande.

, ., (x+1)?
15. Halla las asintotas de la funcion f(Xx)=-——.
Solucion:
La funcidn no esta definida en X = 0. En ese punto tiene una asintota vertical, pues:
- (x+D?
Ilmgzo = larectax=0es AV.
Xx—0 X

También tiene una asintota oblicua, pues el grado del numerador es igual al del denominador
mas 1. La asintota oblicua es la recta y = mx + n, siendo:

M: ||'mﬂ:1.

m=Ilim > ;

X—>00 X X—>00 X

2
n=lim(f(x)—mx)= Iim[(XH) _ ij “,m(2x+1j

X X—>0 X

2

Larecta y =X+ 2 es asintota oblicua.

De otra manera. Descomponiendo (dividiendo) la expresion dada:

2 2
f(x)= (x+1) _X Xt =X—i-2+l — La asintota es la recta y = X+ 2, pues para
X X

.1
valores de X muy grandes (cuando X — +o0) = f(X) > X+2+0", pues el término — se hace
X

cada vez mas pequefio, aunque positivo, lo que indica que la curva va por encima de la
asintota.

De manera analoga, cuando X - —©) = f(X) > Xx+2+0", lo que indica que la curva va por
debajo de la asintota.

4-2x° -
16. Sea f(x) = ———. Halla su dominio y sus asintotas.
X
Solucién:
La funcidn dada est4 definida para todo valor de x distinto de 0.

: ) : . 4-2x’
La curva tiene por asintota vertical la recta X = 0, pues lim———=
Xx—0 X

oo,

También tiene una asintota oblicua, pues el grado del numerador es igual al del denominador
mas 1.

2
Como f(X)= 4-2x =-2X +i , la asintota oblicua es y = —2X.
X X

Nota: También podria obtenerse mediante limites.
La asintota oblicua es y = mx + n, siendo:
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A2 _hy2
m =|I'mM= Iim%:Q yn=lim(f(x)—mx) = "m(ﬂ-l-ZXJ = |I'm£=0
X— X X—>0 X X— X—>0 X X—o X
N pz
17. ;Existe algan valor de p para el que la funcion f(x)=— a0 tenga solamente una
X" +3x+

asintota vertical?
Solucién:
La funcion pueden tener asintotas verticales en los puntos que anulan el denominador: en las

soluciones de X* +3x+2=0, queson X =—1yx=-2.
X*—p* _ (X=p)X+p)
X2 +3x+2  (X+1)(x+2)

2 2
. Sip==1, lim——P _ |im XHDX=D iy X1
o=l X7 +3X+2 o1 (X+1)(X+2) x> 1X+2

Luego f(x) =

=-2 = en X = —1 no habria

asintota.
2 2
y . L XT = L (X+D(x—1 o Xx=1
Seguiria habiéndola en X =2, pues lim — P im (x+ Dx=1) = lim =
22X +3X4+2  o2(X+1)(X+2) xo2X+2
« Sip=+2, habria una asintota vertical en X = —1; pero no en X = —2. (El razonamiento es
analogo.)

2 2

También tiene una asintota horizontal, la rectay = 1, pues lim - 1, cualquiera

x>t X2 43X 42
que sea el valor de p.

18. Comprueba que la funcion f(X) =2X+sin X no tiene asintotas.
Solucién:

La funcidn esta definida para todo R. Por tanto no tiene asintotas verticales.
Tampoco tiene asintotas horizontales, pues Iim (2x + sin x) = +oo.

X—>*too
Veamos si tiene oblicuas: y = mx + n.
. f(X) |, 2X+sinX
m=Ilim——- = lim———
X—>00 X X—00 X

Por tanto, tampoco hay asintota oblicua.

=2; n=lim(f(x)—mx) = Il'm(sin X) , que no existe.
X—>0 X—0

19. Halla las asintotas de las siguientes funciones:

a) f(x)=e*  b) f(x)=ex" ) f(x)=e* d) f(x)=1+2ex

Soluciodn:

2, , . . 2 - ,
a) f(X)=e™ tiene una asintota horizontal hacia +oo, pues lime™ = [e ]= 0. La asintota

X—>to0

es el eje de abscisas.

1
b) f(x)=e*" no esta definida en X = 1. En este caso conviene considerar los limites

laterales, cumpliéndose:
1

Por la izquierda: lim e*! = [e” " ]: [e“” ] = 0. Por la izquierda no hay asintota vertical.
x—>1"
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1
Por la derecha: lime*! = [e” o ]: [e*“’ ] =+o0. Larectay =1 es asintota vertical por la

x—1"

derecha.
1

Ademas, tiene una asintota horizontal hacia oo, pues lim ex! = [eo ] =1. La asintota es la

X—>to0
recta y = 1. Hacia —o la asintota va por encima de la curva; hacia +oo, la asintota va por
debajo.

2 . , . , . .
¢) f(x)=e" no tiene asintotas verticales, pues estd definida en todo R. Tampoco tiene
¥
. . . ’ 2 o0 Ve
asintotas horizontales ni oblicuas, pues lim e* = [e ]: w0 y lim — =o0. (Para hacer este

X—>to0 X—>to0 X

segundo limite se necesita aplicar L"Hopital. Se vera en su momento).

d) La funcion f(x) = se conoce con el nombre de funcidn logistica. Tiene dos

l+e™”
asintotas horizontales, una hacia —o y otra hacia +o. En efecto:
. 2 2 , .
lim — = — |=0 = Larectay = 0 es asintota horizontal de la curva.
x>—o] 4+ e l1+e
. 2 2 2 L .
lim — = — |=| —|=2 = Larectay = 2 es también asintota horizontal.
x>+o ] 4@ 1+e 1
Su grafica es la que se indica.
B 4

20. Halla las asintotas de las siguientes funciones:
a) F(0)=log(x=3) b) FO=log~ ) f(x)= log(x*—4)  d) f(0)= IL
X og X

Solucion:
a) La funcion f(X) = log(x - 3) esta definida para X > 3. Tiene una asintota vertical en X = 3,

por la derecha, pues lim log(x - 3) =—00.
x—3*

. 1 . . .
b) La funcion f(x)=log— esta definida para X > 0. Tiene una asintota vertical en x = 0, por
X

la derecha, pues lim logl =400 . Puede verse que f(X) = logl =logl—logx =—logX.
X X

x—0"

¢) La funciéon f(X) = log(x2 - 4) esta definida si X <-2 o x > 2. Tiene dos asintota verticales;
una a la izquierda de X = -2, otra a la derecha de x = 2, pues:
lim log(x2 —4): —o0 y lim log(x2 —4): —00.,

x—2"

X—>-2"
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d) La funcion f(x) =

estd definida para X > 0, menos en X = 1. o
log X

I

I

I

: , : ; |
En x = 1 tiene una asintota vertical, pues lim =00, o

x—1 log X ol 2 4 5 10

I

I

I

I

También tiene otra asintota horizontal hacia +oo, pues lim =0.

X—>+00 log X

Continuidad

21. Indica los puntos de discontinuidad de cada una de las siguientes funciones. Justifica la
respuesta en cada caso.
) f)=X"+8 b) f(X)=—— ©) F(X)=—
X" +8 X" =
&) F(X)=Vx =8 ) f(x)=x>+4 @) f(x)= \/2’(7 h)y f(x)=
X" +4

d) f00 =

x? +8

X
VX2 =2x

1

i) f(x)=e? P fo=ex k) f(x)=1log(5x—-6) 1) f(x)=Ilog =
+

m) f(x)=tan2x n) f(x)=sin 0) f(x)=cos(2x—1) p) f(x)= 2 —sinX
X-1 2+ cos X

Solucion:
Las funciones dadas son continuas en todos los puntos de su dominio de definicién. Por tanto,
en los casos dados, hay que excluir los puntos en los que no estan definidas, que son:

a) f(x)=x’+8 es continua en todo R. Los polinomios son funciones continuas siempre.

b) f(x)=

; es continua en R — {-2}. Puede observarse que en X =-2 se anula el
X" +8
denominador.

Las funciones racionales son continuas siempre, menos en los ceros del denominador.

¢) f(x)= X . es continua en R — {—\/g,\/g}

X2 —

d) f(x)=

RS es continua en todo R, pues esta definida siempre.
X"+

e) f(x)=+/x’—8 es continua para todo X > 2. Estas funciones estan definidas cuando el
radicando no es negativo.

f) f(X)=+/%X>+4 es continua en todo R, pues est4 definida siempre.

X . . .
g) T(x)= es continua en todo R, pues esta definida siempre.
X* +4
h) f(x)= % es continua cuando x> —2x > 0; esto es cuando X € (— o0, 0)U (2, ).
X* —=2X
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i) f(x)=e"" es continua en todo R, pues estd definida siempre.

1
j) f(x)=e* escontinuaen R — {0}.

k) f(x)= log(SX - 6) es continua para todo X > 6/5. Para valores de x < 6/5 la funcién no esta
definida.

1) f(x)=1log

3P es continua en todo R, pues esta definida siempre.
X"+

. T T .
m) f(X)=tan2X es continua para todo X # 2 + k-E. Recuérdese que la tangente, tan o, no

esta definida cuando o =g+ k-r . En este caso, 2X = g +kmt = X =%+ k-g.

n) f(x)=sin es continuaen R — {1}.

o) f(x)= cos(2X — l) es continua en todo R, pues esta definida siempre.

2 —sin X ) , C
p) f(X)=——— es continua en todo R, pues esta definida siempre.
2 +cosX

22. Indica los puntos de discontinuidad de cada una de las siguientes funciones. Justifica la
respuesta en cada caso.

: ix<1 1-x*, six<1 cosX, siXx<0
) foo=1"" Y75 pyrog={ T Mg fx= |

x—1, six>1 x—1, six>1 X+1, six>0

1 : e, six<l :

— X <0 > 1-%x, six<l
d) f0=1%x_1" "~ e f)=4 -1 . | f)f(x>={1 (Gox) sixsl

sinX, six>0 x—2" n{z—=X) s1X>

Solucién:
Las funciones definidas a trozos son continuas cuando lo son en cada intervalo y, ademas, sus
limites laterales son iguales en los puntos de division del dominio.

a) f(x):{ 2

X, six<l
respectivo; pero es discontinua en X = 1, pues en ese punto los limites laterales no son
iguales:
Por la izquierda: lim f(x) = lim x* =1. Por la derecha: lim f(x) = lim(x-1)=0.

X—1~ X—1" x—1" x—1"

L | — Cada funcion es continua en su intervalo de definicion
X—1, six>

1-x*, six<l . .
— En este caso, la funcidn es continua en todo R, pues en x = 1

Xx—1, six>1

b) f(x) ={
los limites laterales coinciden.

Por la izquierda: lim f(x) = lim (1 - XZ): 0. Porladerecha: lim f(x)= lim (X — 1) =0.

x—1" x—1~ x—1F x—1F
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cosX, siX<0 ., , . . )
c) f(x)= L s 0 — La funcion estéd definida en todo R. La unica dificultad para su
X+1, six>

continuidad se da en X = 0.

Como los limites laterales coinciden, la funcidén también es continua en X = 0.

En efecto:

Por la izquierda: lim f(x)= lim cosx=1. Por la derecha: lim f(x) = lim (X + 1) =1.

X—0" X—0" x—0" x—0"
L six<0
d) fO)=4x-1 B

. : ) 1
— La funcion esta definida en todo R. La funcion f(x)=——
sinX, six>0 x—1

es discontinua en X = 1, pero ese punto esta en el segundo “trozo”.

En x = 0, los limites laterales valen:

Por la izquierda: lim f(x)= lim——=-1. Porladerecha: lim f(x)= limsinx=0.
X—0" x—0" X —1 x—0" x—0"

Como no coinciden, la funcién no es continua en X = 0.

x—1

e’, six<l1
e) T(x)=9 -1 x> — La funcién no estd definida en X = 2. Por tanto, en ese punto es

x—2’
discontinua.
El otro punto conflictivo es X = 1. Hay que estudiar los limites laterales.

. . oy . o1
Por la izquierda: lim f(x) = lime*" =e” =1. Por la derecha: lim f(x) = lim ——=1.
x—1~ X—1~ x—1* x—l* X —2

Como son iguales, la funcién es continua en X = 1.

£ f(x) = 1-%x, six<lI
- In(2-x) six>1

ser continua si X < 2. Por otra parte, en X = 1 puede presentar dificultad: hay que estudiar los
limites laterales en ese punto.
Por la izquierda: lim f(x) = lim (l -x)=0.

X—1"

Xx—1"

— La funcién no esta definida para X > 2. Por tanto, solo puede

Por la derecha: lim f(x) = lim 1n(2 — X) =Inl=0.
x—-1* x—-1*
Como son iguales, la funcidn es continua en X = 1.

58
23. Estudia la continuidad de funcién f(Xx) = Xl—)z . (,Si tuviese alguna discontinuidad

evitable como podria evitarse?

Solucién:

La funcion es discontinua cuando 1-x° =0 =>x=-1ox=1.
La discontinuidad puede evitarse si existe el limite.

5 8

. - X -2 . - .

Enx=-1, como lim Ty = {T} = o0, la discontinuidad no puede evitarse (es de salto
x—-—1 — X

infinito). La funcioén tiene una asintota vertical: X = —1.
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5 8 5 3 5
L X=X 0 . X’ \1—-X . X 1
Enx=1, como lim —=[—|=lim ; )3 =lim 7=~ Por tanto, en X = 1,
x>l 1—X 0] x»{l+x \1—x Hli1+x ) 2

la discontinuidad puede evitarse definiendo f (1) = %

2 J—
24. Determina el tipo de discontinuidades que presenta la funcion f(Xx) = folg .
X"+ /X-
Solucion:
—T7+4/ -8
Es discontinua en los ceros del denominador: x> +7X—8=0 = X = 7 249 32 = { =
En x =1 la discontinuidad es evitable, pues existe el limite:
2
lim 2x L0 (x+1)(x—1) T )
ol x? +7x—=8 0] =1 (x+8)x—1) *>1x+8 9
En x =1 la discontinuidad es inevitable, pues no existe el limite:
Xt -1 63
liMm ———=|—|=x
x>8 X" +7Xx—8 0
25. Dependiendo de los valores de p, ;tiene la funcion f(X) = 22X — " alguna
X~ — pX+

discontinuidad? Si la tuviese, ;podria evitarse en algin caso?
Solucion:

Y P
2

Por tanto, si p > 2 o p < -2, la funcidn tiene dos discontinuidades; si p = 12, tiene una
discontinuidad; en caso contrario es continua para todo X.

Es discontinua en los ceros del denominador: x* — px+1=0 = x =

2X —

Para p =2, la funcién es: f(X)= oo
X~ —2X+

, que es discontinua en X = 1.

Como Il,m22X——2 = {9} =lim 2(x- 12) =lim 2 _ o, la discontinuidad no puede evitarse.
x>l X7 —2X +1 0 x—>1(X_1) x->1 X —1

En los demads casos (cuando p > 2 o p < -2) la discontinuidad no puede evitarse, pues en

pt+p’—4

todos ellos el limite en X = se hace infinito.

2
26. La funcion f(x) = Xt—k):i_‘l es discontinua en los puntos X =—-2 y X = 2. Podria

evitarse alguna discontinuidad para algtin valor de k?

Solucién:

La funcidén no esta definida cuando X = £2; en esos puntos se anula el denominador. Pero si el
numerador de la funcién fuese 0 es posible que la discontinuidad pueda evitarse en algin
caso. Para ello es necesario que los valores X =—2 o X = 2 sean raiz del numerador.

« Elvalorx=-2esraizde x> +kx+4 si 4—-2k+4=0 = Sik=4.
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2 2
En este caso, lim w = lim (X+—2) = lim XLZ =0. Por tanto, la
o2 xP—4 o2 (x=2)x+2) >2x-2
discontinuidad puede evitarse en X = —2. (No se puede evitar en X = 2).
« Elvalorx=2esraizde x> +kx+4 si 4+2k+4=0 = Sik=—4.
2 2
En este caso, limw = lim& = limx—2 = 0. La discontinuidad puede
o2 x2—4 o2 (x=2)x+2) =2 x+2

evitarse en X = 2. (No puede evitarse en X = —2).

x*, six<l
27. ;Para qué valores de a es continua en X = 1 la funcioén f(X) = ’ ?
{2x +a, six>1
Solucion:
En el punto X = 1 deben ser iguales los limites laterales.
Por la izquierda:
lim f(x)= lim x> =1

Xx—1" Xx—a

Por la derecha:
lim f(x)= lim(2x+a)=2+a
x—>1" x—>1F

Como deben ser iguales: 1=2+a = a=-1.

sinX—a X< -7
28. Determina los valores de a y b que hacen que la funcion f(X) =qcosx+b —-n<x<0
e’ —1 X>0

sea continua en todo R.
Solucién:
Hay que estudiar los limites laterales en los puntos X = —n y X = 0. En cada caso esos limites
deben ser iguales.
« Enx=m:
Por la izquierda:
lim f(x) = lim(sinx—a)=sinn—a=-a

Por la derecha:
lim f(x) = lim (cosx+b)=cost+b=—1+b

Como deben ser iguales: —a=-1+b = a=1-Db.
« Enx=0:

Por la izquierda:
lim f(x)=lim(cosx+b)=cosO+b=1+b

Xx—0" Xx—0"

Por la derecha:
lim £(x)=lim(e* —1)=e"-1=0

x—0" x—0*

Como deben ser iguales: 1+b=0 =>b=-1=a=2.
sin X —2 X<—T
Luego, la funcion continua es: f(X)=<cosx—1 —n<x<0
e’ —1 x>0
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Teorema de Bolzano

29. Enuncia el teorema de Bolzano. Aplicando dicho teorema comprueba que la funcion
f(x) =2x> =5x> + x+1 corta al eje OX en el intervalo [-1, 1].

Solucion:

El teorema de Bolzano dice: Si f(X) es una funcion continua en el intervalo cerrado [a, b] y

toma valores de distinto signo en sus extremos ( f(a)<0< f(b) o f(a)>0> f(b)),

entonces existe algun punto ¢ € (a, b) tal que f(c)=0.

Aplicando el teorema de Bolzano a la funcién continua f(X) = 2x> —5%* + X + 2 se observa:
« Parax=-1, f(-1)=-7 <0.

« Parax=1, f(1)=-1 <0. En consecuencia, no puede concluirse que la funcion corte al

eje OX entre —1 y 1.

No obstante, como se indica que se compruebe que corta, puede probarse con algin otro
punto del intervalo; por ejemplo, con X = 0, observandose que f(0)=1 > 0.

Por tanto, se tiene:

« Enelintervalo [-1,0]: f(-1)=-7 <0; f(0)=1>0.

Como la funcidn toma valores de distinto signo en los extremos del intervalo [-1, 0], se
deduce que se anula en algtin punto ¢ € (-1, 0). Ese es el punto de corte.

« Enelintervalo [0, 1]: f(0)=1>0; f(1)=-1. En consecuencia, la funcion vuelve a

cortar al eje OX en algtn punto del intervalo [0, 1].
Luego se concluye que la funcion corta dos veces al eje OX entre —1 y 1.

30. Comprueba que la ecuacién € * +2x—1=0 tiene una raiz en el intervalo [-2, —1].
Calcula un valor de esa raiz con una aproximacion del orden de las centésimas.
Solucién:

La funcion f(x)=e ™™ +2x—1 es continua y, ademas, cumple que:
f(-2)=e*-5=2389...>0y f(-)=e-3 =-028...<0
Entonces, por el teorema de Bolzano, existe un punto ¢ € (-2, —1) tal que f(c)=0. Este

valor C es laraizde e +2x—1=0 en el intervalo [-2, —1].
Célculo de la raiz:

Enx=-1,5, f(=1,5)=e"’ -4 =0,48... = Laraiz estd entre —1,5 y —1.
Enx=-1,3, f(-1,3)=e" —3,6 =0,069... = La raiz estd entre —1,3 y —1.
Enx=-1,2, f(-1,2)=e"* -3,4 =-0,07988... = Laraiz esta entre —1,3 y —1,2.
Enx=-1,25, f(-1,25)=¢e"* —3,5 =—-0,009657... (Valor muy proximo a 0).
El valor aproximado para C puede ser X =—1,25.

31. Comprueba que el polinomio P(X)=2x> +3x? —0,2 tiene dos raices negativas y otra
positiva. Da una solucion aproximada de la raiz positiva

Solucion:

La funcidn es continua en todo R. Por tanto puede aplicarse el teorema de Bolzano.

Se cumple que: . Pz,
P(-2)<0; P(-1)>0; P(0)<0; P(1)>0 _,___,_‘_,_’_,_

Esquematicamente se comportaria como se indica en la figura. A

Por tanto, entre —2 y —1 hay una raiz (negativa); entre —1 y 0 hay -

otra raiz (negativa); entre 0 y 1 hay una tercera raiz (positiva).
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Calculo de la raiz positiva, que esta entre 0 y 1, pues P(0) =-0,2 <0y P(1)=4,8 > 0.

La raiz debe estar proxima a 0; se prueba con x =0,1 - P(0,1) =—-0,168...= La raiz esta
entre 0,1 y 1.

Enx=0,2, P(0,2) =—-0,064... = La raiz esta entre 0,2 y 1, pero muy cerca de 0,2.
Enx=0,25, P(0,25)=0,01875... = Laraiz est4 entre 0,2 y 0,25.

Enx=0,23, P(0,23) =—-0,0169... = La raiz esté entre 0,23 y 0,25.

En x=0,24, P(0,24) = 0,000448... Como el valor esta muy proximo a 0, el valor aproximado
para C puede ser X = 0,24.

32. Determina los valores que puede toma p para que la funcién f(x) =2x> + px* —3 corte
al eje de abscisas como se indica:

a) Una vez en el intervalo [—1, 0].

b) Una vez en el intervalo [0, 1].

c) Dos veces en el intervalo [-1, 1].

Solucidn:

A la funcién puede aplicarsele Bolzano.

a) f(-1)=-5+p; f(0)=-3.

Para que esos valores tengan distinto signo es necesario que —5+ p >0 = p>S5.

Luego, la funcién corta una vez en el intervalo [-1, 0] si p > 5.

b) f()=-1+p; f(0)=-3.
Para que esos valores tengan distinto signo es necesario que —1+ p>0 = p> 1.
Luego, la funcién corta una vez en el intervalo [0, 1] sip > 1.

c) f(-)==5+p; f(0)=-3; f(H)=—-1+p.

Para que esos valores tengan, sucesivamente, distinto signo es necesario que —5+ p >0y
que —1+ p > 0. Por tanto, p > 5.

En ese caso la funcidn corta una vez en el intervalo [-1, 0] y otra en el intervalo [0, 1].

33. Halla el valor de p para que la funcion f(x) =X’ —3x*> + p tome con seguridad el valor
V2 en algun punto del intervalo [1, 2]:
Solucidn:
Esta funcion es continua siempre; en particular en el intervalo [1, 2]; ademas:
fh==2+p y f(2Q)=—4+p
Por el teorema de los valores intermedios, la funciéon toma todos los valores comprendidos
entre -2 +py—4+p.
Paraque —4+ p < J2<-2+ p debe cumplirse que 2+42 < p< 4442

34. ;Para qué valores del parametro a puede asegurarse que la funcion
f(x) = x> —ax®> + x+1 corta dos veces al eje OX, en el intervalo [~1, 1]?
Solucidn:
La funcion es continua en todo R. Por tanto cumple el teorema de Bolzano. Ademas, es
conveniente observar que en X = 0, la funcion vale 1: f(0)=1.

Luego, se tiene:
f(-)=-3-a, f(0)=1, f(1)=3-a.
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— f(-)=-3-a>0sia<-3y f(-1)=-3-a <0sia>-3.

— f(l)=3-a>0sia<3y f(l)=3-a<0sia>3

En consecuencia:

. Sia<-3= f(-1)>0, f(0)>0, f(1)>0 — No puede asegurase ¢l corte entre —1 y 0;
perosientre Oy 1.

« Si 3<a<3= f(-1)<0, f(0)>0, f(1) >0 — Puede asegurase ¢l corte entre —1 y 0;
peronoentre 0y 1.

. Sia>3= f(-1)<0, f(0)>0, f(1)<0. Seguro que corta dos veces: una vez entre —1
yOyotraentre Oy 1.

35. Puede aplicarse el teorema de Bolzano a la funcion f(X) = en el intervalo [0, ]

COS X

Solucidn:

., . . ) 1
La funcion toma signos distintos en los extremos del intervalo: f(0) = 0 =1;

cos
1 . . . .
f(n)= =—1... Pero no es continua en dicho intervalo. Por tanto, no puede aplicarse el
COST

teorema.

36. (Puede aplicarse el teorema de Bolzano a la funcién f(X) =sin2X+ cos3X en el intervalo
[0, T]? Encuentra, si existe, un punto de [0, 7] en el cual se anule esta funcion.
Solucion:
La funcién f(X) =sin2X+ cos3X es continua en todo R. Ademas: f(0)=sin0O+cosO=1y
f(n) =sin2n+cos3n=—-1.
Luego verifica las hipotesis del teorema de Bolzano.
Por tanto, existe un punto perteneciente al intervalo [0, ] tal que f(X)=sin2X+cos3x=0.
Observaciones:
1) A ojo, se ve que una solucidn de esa ecuacion trigonométrica es X = /2.
2) Aunque resulte mas complicado también puede resolverse la ecuacion trigonométrica.
sin2X+cos3x =0 = sin2x+ cos(?_x + X): 0=
= sin2X+cos2Xcos X —sin 2xsin X =0 (*)
Sacando factor comun y aplicando la formula de sin 2X y cos 2x:
(*) = 2sin xcos x(1 —sin x)+ (cos2 X —sin’ X)cos X=0 =
= 2sin xcos X(1 —sin x) + (l—sin2 X —sin’ X)m: 0=
= MZsin X —2sin” X+1—-2sin? X): 0 = cos X(—4sin2 X + 2sin X +1): 0
La ultima ecuacion tiene, al menos, la solucion cos X = 0, que en el intervalo considerado es
X=m/2.

37. Aplicando el teorema de Bolzano halla un intervalo en el que las siguientes funciones
corten al eje de abscisas:

a) f(X)=—x"+6 b) g(x)=x*-—x—4 ¢) h(x) =e*? —3x

Solucioén:

Las tres funciones dadas son continuas en todo R.

a) Como f(0)=6y f(2)=-2 = La funcion corta al eje en el intervalo [0, 2]. (También
vale en el intervalo [1, 2]).
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b) Como g(0)=—4 y g(2) =10 = La funcion corta al eje en el intervalo [0, 2]. (También
vale en el intervalo [1, 2]).
¢) Como h(0)=e? >0 y h(2) =-5<0 = La funcién corta al eje en el intervalo [0, 2].

38. (Por qué no se puede aplicar el teorema de Bolzano, en el intervalo [-1, 1], a las

siguientes funciones?

) F0=2"1 Bh=—— M= d)i(X)=
2x+1 tan X 1-e

Solucién:

Ninguna de las funciones es continua en el intervalo [-1, 1].

a) Es discontinua en X = —1/2. No obstante, podria aplicarse en el intervalo [0, 1].

b) Discontinua en X =0. c¢) Discontinua en X=0. d) Discontinua en X = —1/6.

X—1
1+ 2sin X

39. Comprueba que la ecuacién X = Xsin X + cos X tiene alguna solucion real en el intervalo
[-m, m].

Solucién:

La funcion f(X) = xsin X +cosX— X es continua en [—7, 7t].

Ademas: f(-n)=-1+n1>0y f(n)=-1-7t<0

Por tanto, aplicando Bolzano se deduce que existe un punto C € (— I, n) tal que f(c)=0.

Ese valor de c serd la raiz de la ecuacién X = Xsin X + cos X, pues cumple que
f(c)=csinc+cosc—Cc=0 <> c=cCsinC+cosC.

*40. Demuestra que la funcién f(x) =e” +2cosx corta infinitas veces al eje OX. Da dos

intervalos distintos en los que pueda asegurarse que la grafica de f corta al eje OX.
Solucion:

Las funciones g(x) =e* y h(x) =2cosX son continuas en toda la recta real. Ademas:

1) La funcién g(x)=e€” toma valores menores que 1 para todo x <0: e* <1 si x <0.

2) La funcion h(x) =2cos X toma valores comprendidos entre —2 y 2 en cada intervalo de la
forma [k, (k + l)n] ; en concreto en los intervalos [, 0], [-27, —rt], [-37, —27]...

Por tanto, en cada uno de esos intervalos la funcion f(x) =e* +2cosX toma valores
positivos y negativos y, en consecuencia, corta al eje OX.

Por ejemplo:

En[-m, 0]: f(0)=¢"+2cos0=1+2>0; f(-m)=€ " +2cost=€" -2 <0

En [27, —n]: f(2n)=e" +2cos2n=e""+2>0; f(-3n)=e”" +2cos3n=€""-2<0
Luego f(X)=e€" +2cosX corta infinitas veces al eje OX. Al menos una vez en cada
intervalo [—(k +1)r, —kn] con K entero positivo.

41. Demuestra que la funcion f(x) =e ™™ —sin x corta al eje OX en algin punto del intervalo
(m/2, m).

Solucién:

Es una cuestion similar al problema anterior. La funcion es continua en todo R; por tanto
cumple el teorema de Bolzano desde —oo hasta +oo.

Como f(n/2)=e*“/2—sing: nl/z -1<0y f(n)ze*“—sinnzin>0 = la funcion se
€ (S

anula en algun entre /2 y 7. Ese sera el punto de corte.
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